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von Raumecurven.
(Fortsetzung und Schluss der Arbeit aus Heft I dieses Bandes.)
(Von Herrn Alfred Meder in Dorpat.)

V.

Projection eines Punktes auf seine Schmiegungs-, rettificirende und Normalebene.

§ 17.

Wir wollen in diesem Abschnitte die schon von Staudt und Wiener
durch geometrische Betrachtungen gefundenen Projectionen eines Punktes
einer Raumcurve auf seine Schmiegungs-, rectificirende und Normalebene
auf analytischem Wege herleiten. Zu diesem Zwecke denken wir uns die
Art des betrachteten Punktes nach der Bezeichnungsweise von § 15 wieder
durch die folgenden Gleichungen definirt:

(1) g =a'=...=a® =0, zr =0,
(2. A=A= =AM =0, A" =20,
(3. A Ak = AP ()0 RN ),
4.) m—2n—1, p=2m—n+1.

Es seien fiir diesen Punkt, den wir als mit dem Coordinatenanfangspunkt

zusammenfallend annehmen wollen, die Coordinaten und ihre Ableitungen

bis zu einer so hohen Ordnung hinauf eindeutige, endliche und stetige Fune-

tionen des Parameters #, dass wir die Taylorschen Entwickelungen fiir dieselben
m 1

12
I-’B == -’B(')t‘*‘wn’;’*c)"‘f'xu y‘i',

2 1 n m
(O.) l Y = yl)t+y()’2‘+y0 y'*',

3
" 4

! " ta
2 = Z“t—*—ﬁ(, "‘2“‘}"50 3_!+"',

mit einem solchen Gliede abbrechen konnen, dass alle aus den Coor-
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dinaten gebildeten Ausdriicke, die wir gebrauchen, bis zu einer so hohen
Ordnung hinauf, als sie in unseren Entwickelungen auftreten, ebenfalls ein-
deutige, endliche und stetige Functionen von ¢ sind.

Wir miissen nun versuchen, das Coordinatensystem so zu legen, dass
in den Reihen (5.) fiir =, y, s moglichst viele von den ersten Gliedern
wegfallen, wir werden sehen, dass dann die Schmiegungs-, rectificirende und
Normalebene mit den drei Coordinatenebenen zusammenfallen. Die Coor-
dinaten dieses zweiten Systems seien X, Y, Z und mit den Coordinaten des
alten Systems durch die folgenden Transformationsgleichungen verbunden:

X = o,z+B,y+7:53,
Y = o+ oy 475,
Z = ozz+[3y+7s3,
wobei die Determinante aus den Coefficienten e, 3, y gleich 41 ist.

Setzt man die Werthe von x, y, z aus den Gleichungen (5.) ein, so
erhilt man

v! !

/ t

X = = (2P +By+73") 57,
|

(6) 1 Ploss Vzlvzw(“-zml(;y)'{‘/32yl()y)+72z((»y))v—!,
Z = . (0‘333((;”)4‘/3391(;")‘}‘73587) 14

wobei die Reihenentwickelungen wiederum fiir ein so grosses Intervall
gelten, dass wir sie mit einem solchen Gliede abbrechen konnen, dass alle
in unseren Betrachtungen vorkommenden Grossen eindeutige, endliche und
stetige Functionen von ¢ sind.

Lie Axen des neuen Coordinatensystems sind bis auf die Unter-
scheidung der positiven oder negativen Richtungen vollkommen festgelegt,
wenn man zwei Gleichungen von der Form

@ { alwi.:"’)-ir/3ly8i’+7lz§.“ 0,
0L Ty +ﬁlyl() )+715‘(l,u) =0
und eine Gleichung von der Form
(8) a2xl(ly)+ﬂ2yl(ly)+y254()y) = 0
ansetzt, wobei weder alle Zten, noch alle wten, noch alle »ten Ableitungen
der drei Coordinaten gleich Null sein diirfen und ausserdem mindestens eine
der drei folgenden Determinanten von Null verschieden sein muss:
(9.)  yPsO—ysP, POz D, @y — 2 yP.,

f



Meder, iiber einige Arten singulirer Punkte von Raumcurven. 249

Aus den Gleichungen (7.) findet man offenbar, wenn nicht alle Deter-
minanten (9.) verschwinden, das Verhiltniss der Richtungscosinus der X-Axe
bezogen auf das alte System. Durch die Gleichung (8.) zusammen mit
der Relation e,e,+/3,3,+ 7,7, = 0 wird auch das Verhiiltniss der Richtungs-
cosinus der Y-Axe bestimmt. Nimmt man eine der beiden Richtungen der
X-Axe als die positive an und thut dasselbe mit der Y-Axe, so ist das
neue Coordinatensystem in der That vollkommen festgelegt, da es mit
dem urspriinglichen congruent ist. Welche von den beiden Richtungen der
X-Axe und der Y-Axe als die positiven angenommen werden, ist fiir die
folgenden Betrachtungen gleichgiiltig.

In dem fiir X aufgestellten Ausdrucke (6.) verschwinden wegen der
Bedingung (1.) nachstehende Glieder:

o, 37(') +/31?/(,1 +715(’J =5 09
1500 +/3lyu +715u s 0,

lx”")_{_/)’ly f)_l,,/lz(") = (.
Aus der Bedingung (2.) folgen nach Satz I (8. 57) die Proportionen:
@D ;G ;gD = (D ) D) L gmntd)  ment2) s g(m—ntd)
Setzt man den folgenden Ausdruck gleich Null:
(10.) o, x4 B,y 4,500 =1 0,
80 besteht also auch das System
o, :1:(""'2) +/31 y(()n-rz) +71 zf,"“’
ezl +B,y0 Y a0 = 0,

l
-

alw(()m—n+2)+ﬁ1y((,m—n+2)_*_7lz‘(Jm—n+2) b 0.
Wir setzen zur Bestimmung der X-Axe noch die folgende Gleichung an:

(11> ala?f)"'_"”)-l-ﬂl?I((J'"_”*'”-i-71 5((Jm—n+3) =505
Aus den Bedingungen (1.) und (2.) folgt nach Satz II (S. 59):
JU b J(,) = = J((Fm—n-}—l) = — O‘

Die (2m—n+2)-te Ableitang von 4 reducirt sich nach § 5 auf die nach-
stehende Determinante:
Journal fir Mathematik Bd. CXVI. Heft 3. 32
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1 1 1
2D g s
J(()?m—n-}d) g kiﬁ-l z+‘;+3\a:((Jm—n+3) yl()m—n+3) z"(;n—n+3) .

J m(()m—n—&--’l) y((lm—n +4) z.‘()m-—n +4) |

Ist 28"t =0, so kommt zu den Gleichungen (10.) und (11.) noch die

tfolgende hinzu:
a; ol 4 By Ly g = 0,

Es mogen fiir einen Punkt der Curve die Gleichungssysteme (1.), (2.) und
ausserdem das nachstehende erfiillt sein:

dy=d)=... =45 =0,
und es sei eine Folge derselben das Bestehen der Gleichungen
®a, + By +713) =0,
a,a:(',' +/>’;yu +}’15(’;! = U,

(12.)

alx((]q—“hq)+/glyl()q_m+l)+715(()9_7]“”) i 0.
Ist dann ausserdem #” =0, so tritt zu diesem System die folgende Glei-
chung hinzu:

(13.) oy 2ET 4B gl D sl = 0,
denn die gte Ableitung von A
_,BL(,#) y{,“) PICY ‘
A9 = Zkf, z§? yf,” 58" ‘
|

\w(ﬁﬁ—#—ﬂ y(q+ﬁ— u—) Z‘(J‘J*PG—.“_")z

reducirt sich wegen der Bedingungen (1.), (2.) und (12.) auf ein einziges Glied:

1 1 +1
m6n+ ) y‘()"+ ) z(()ﬂ )
—n+3 —n+3 —n43
Jl()Q) = kZ+1,m—n+3 ‘B(()m g y((f" Gl 5((»'" st y
i x(q—m+2) y(q——m-l—Z) Z((Jq—m+2) {

woraus das Bestehen der Glelchung (13.) folgt, da in dem System (12.) die
beiden Gleichungen
e, o+ +/31y8"+” +7156”“) = 0,
al:D«(J'"_"+3)+/31y8"‘_"+3)+7155’"—”3) =0
enthalten sind. Da die Gleichungen (12.) richtig sind fiir ¢—1 = 2m—n-+2,
so gilt unsere Behauptung fiir jedes beliebige ¢, welches grosser oder gleich
2m—n+2 ist, folglich auch fiir ¢ = p; es fallen also, wenn die X-Axe
durch die beiden Gleichungen (10.) und (11.) bestimmt ist, in dem Aus-
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drucke (6.) fiir X die nachstehenden Summanden weg:
o Ty T /))1 ?/1,) o 3, i O’
O!l.’l){,, +ﬂ1y(;' +715('»' = O,

_(XIa;‘(,p—.111+2‘)+./31y.((,1'—.m+2‘)_*_.;,]z;(,p—l.u'k?.). :_: O:
Aus den Gleichungen (10.) und (11.), welche die X-Axe bestimmen, folgt
o, :ﬁl 1

— y6n+l)z‘()m—n+3) __y((;zz—n+3) Z|(,"+1) . z((]n+1) ws]m—n-ﬁd) s . 51(1’"_"-'-3) m‘(,n-f-l) . w(()n-i—l)y‘()m—-n +3) _w‘()m—n +3) y8n+1).

Die einzelnen Determinanten in diesem Ausdrucke sind jedenfalls nicht alle
gleich Null, denn dann wiiren nach Satz I auch A™*+Y, Bt**+1 00+ oleich
Null, was nach (2.) ausgeschlossen worden ist. Die X-Axe ist also voll-
kommen bestimmt und fiir Punkte der Curve ist

X = 3 (axl+Byf+ns) g,
wobei die (p—m+3)-te Ableitung einer der drei Coordinaten z, y, z sicher
von Null verschieden ist, da sonst Z#5?* gleich Null wiire, was der Voraus-
setzung (3.) widerspricht.

Von den Gliedern in dem Ausdrucke (6.) fiir ¥ verschwinden wegen
der Bedingung (1.) die folgenden:

o, +ﬁzy(’1 +725(’) = 0,
oaxy, +3y, +r.50 = 0,

o+ 3y + 7,50 = 0.
Es muss zur Bestimmung von e, (3, , noch eine Gleichung angesetzt werden:
24 By8 V47,50 = 0.
Dann verschwinden infolge der Bedingungsgleichungen (2.) in dem Aus-
drucke fiir Y noch die Summanden
0 zf D +3y0t? 48t = 0,
LR +/3-zy|(pn+3) +"/251()"+3) = 0,

arlx(()m——n+'2)+ /S)le(Jm—n +2)+ 725‘(:)1-—711-2) o 0.
32+
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Y nimmt die nachstehende Gestalt an:
Y= (aza:(”—}—/i’zy(’)—}—y;z ’))

y—m—n+
wobei die (m—n+3)-te Ablextung einer der drei Coordmaten x, y, s sicher von
Null verschieden ist, da sonst die (m+1)-ten Ableitungen von A, B, C gleich
Null wiiren, was der Voraussetzung (2.) widerspricht.
In dem Ausdrucke (6.) fiir Z fallen wegen der Bedingung (1.) die

folgenden Glieder weg:

a3w('J ‘}‘/))3‘7/1’) +"/35(') = 07

a3.:c(, +ﬂ3?/u +7350 =0,

aaw‘ﬁ"’+ﬁsy‘"’+7 z‘"’ = 0,
und wir erhalten

Z = (a3x¢Jv)+/33?/(y)+73 5((1”)

V'—n-i-
In dem neuen Systeme smd also die Comdmaten X, Y, Z durch die
folgenden Ausdriicke gegeben:
IX = " S(a+t(--)),
(14) Y = (b4 (),
: l Z = t"'(e+t(-+))
wobei p—m+3 > m—n+3 > n-+1 ist und die numerischen Factoren a, b, ¢ .
von Null verschieden sind.
§ 18.
Die Gleichungen der Tangente an die Curve (X, Y, Z) sind, wenn
man durch & »,  die laufenden Coordinaten derselben bezeichnet:
YE-X)—X'(n—Y) = 0,
Z'(-Y)-Y'¢—Z) = 0.
Da der Exponent der niedrigsten vorkommenden Potenz von ¢ in X grosser
ist als in Y, und in Y grosser als in Z, so erhilt man fiir £ =0, also fiir
die Tangente im Coordinatenanfangspunkt, § = =0, d. h. die Tangente ist
die Z-Axe.
Die Gleichung der Schmiegungsebene ist
% aea S8 o8 C—Z.
| X' ¥ zZ | =0.
iRt ens FU gt



Meder, iiber einige Arten singulirer Punkie von Raumcurven. 253

Setzt man die Werthe
X' = o ahtC ), X = 0 o)),
V= (B G, Y = (b)),
Z' = (ottC)), 2" = (ati()
wo @, b, ¢, a, b, ¢, von Null verschiedene Constanten sind, in die Glei-

chung der Schmiegungsebene ein und dividirt dann die zweite Horizontal-
reihe durch ¢", die dritte durch ¢, so erhilt man

Ein X n—Y e/ l
etfamnt Hh o IS (berded (5 D)1 | i 8C Dpiem s
tp—m——n+2(a2+t<_ )) tm—2n+2(b2+t(...)> cz_|_t(...>

Nach den Gliedern der ersten Horizontalreihe geordnet und durch ¢+
dividirt:

-b1+t("'>7 c1+t("‘)
b, E(--), 02+t(--->

al_}_t(...>, cd.t(...)

ay-t(--), e+t

oyt 80+, bi+-8(-+)

@t t(), bbt()|

Da die Exponenten p—2m+n und p—m—n-+2 nach den Ungleichungen (4.)

positiv sind, so erhiilt man fiir #=0 als Gleichung der Schmiegungsebene
im Coordinatenanfangspunkt

GE—X) — (=Yt

_|_ (C'_ Z)tp—-m—;z-}—‘l

§ = 0.
Wie wir gefunden haben, ist die Tangente an die Curve im Coordinatenanfangs-
punkt die Z-Axe, also.die Ebene X = 0 die Schmiegungsebene, ¥ = 0 die recti-
ficirende Ebene, Z = 0 die Normalebene der Curve im Coordinatenanfangspunkt.
Bestehen fiir einen Punkt einer Raumcurve, der der Coordinatenanfangs—
punkt sein moge, die Relalionen

o =g == g™ =0, 200, A=A == A =, A0,

,= y”:...:y("):o, y(”‘*‘l)%o, B:B’:-.-: B("‘)=O, B("”"'I)ZO’

B =g = =g =0, sHDZ0, C=C == O™ =0, C =0,
d=d"=...=4P =0, A=,

so konnen die Gleichungen der Curve auf die nachstehende Form gebracht werden :
X = 17 (at 1),
Y = 4 (ba(- ),
Z = t""'(e+t(-+9),
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wobei a, b, ¢ von Null verschiedene Constanten bedeuten, und es ist dann die
YZ-Ebene die Schmiegungsebene, die ZX-Ebene die rectificirende, die XY-
Ebene die Normalebene der Curve im Coordinatenanfangspunkt.

Aus den Ausdriicken (14.) findet man leicht die Projectionen der
Curve auf diese drei Ebenen. Fiir die Projection auf die Schmiegungs-
ebene erhiilt man z. B.

Y =t (b+t(--2), Z=t"""(c+¢(-"))
Die Tangente an diese Projection ist die Z-Axe. Der Charakter der Projection
des Coordinatenanfangspunktes auf seine Schmiegungsebene, also des Coordi-
natenanfangspunktes in der YZ-Ebene, hiingt von den niedrigsten in ¥ und Z
vorkommenden Exponenten von £ ab. Sind dieselben ungerade, so wechseln die
Coordinaten, wenn ¢ aus dem negativen ins positive iibergeht, also im Coordi-
natenanfangspunkt ihr Zeichen; sind die Exponenten der niedrigsten Potenzen
von ¢ dagegen gerade, so behalten sie es. KEs kionnen folgende Fille eintreten:

I. m—n+3 ist gerade, »+1 ungerade. Y behilt sein Zeichen, Z
dindert es. Man erhiilt einen reguldren Punkt.

II. m—n+3 ist ungerade, »+1 gerade. Y é&ndert sein Zeichen, Z
dagegen nicht. Man erhilt eine Spitze.

III. m—»+3 und »+1 sind beide ungerade. Y und Z iindern ihr
Zeichen. Man erhilt einen Wendepunkt.

IV. m—=n+3 und »+1 sind gerade. Y und Z behalten ihr Zeichen.
Man erhiilt einen Schrabelpunkt.

Fiir die Projectionen auf die rectificirende und Normalebene lassen
sich analoge Betrachtungen anstellen. '

Aus den Ausdriicken (14.) fiir die Coordinaten kann man auch er-
sehen, ob die Curve die Coordinatenebenen durchdringt oder nicht. Die Curve
durchdringt die Schmiegungs-, rectificirende oder Normalebene im Coordi-
natenanfangspunkt oder nicht, je nachdem die bezw. niedrigsten Exponenten
von ¢ in den Ausdriicken (14.) fiir X, Y, Z von ungerader oder gerader
Ordnung sind, denn im ersten Falle wechseln die Coordinaten ihr Zeichen,
im zweiten behalten sie es.

§ 19.

Um die Projectionen des Punktes auf seine Schmiegungs-, rectificirende
und Normalebene in jedem einzelnen der acht singuliren Fille zu finden,
muss man in den Ausdriicken (14.) n, m, p durch ihre in § 15 abgeleiteten
Werthe ersetzen.
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I. +4+4. n=_2¢, p—m+3 =2y—2343 ist ungerade,
m=2B3—-1, m—n+3=2B—-2a+4+2 ist gerade,
p=2y—1, nt+l=2a+1 ist ungerade.

Man erhiilt als Projection des Coordinatenanfangspunktes auf seine Schmie-
gungsebene einen reguliren Punkt, auf die rectificirende Ebene einen Wende-
punkt, auf die Normalebene eine Spitze. Die Curve durchdringt die Schmie-
gungs- und Normalebene, die rectificirende Ebene dagegen nicht.

Auf diese Weise findet man die schon bekannten Projectionen fiir
jede einzelne der acht Arten von Punkten. Was die Durchdringung der
drei Ebenen durch die Curve anbetrifft, so erhiilt man:

Die Curve durchdringt die Schmiegungsebene in den Fillen

- S i e 11 S, e o e £ e e s 1 ¢ sy
die rectificirende Ebene in den Fillen

die Normalebene in den Féillen
I+++, I[++h- III“ _Jx_’ ]‘V "IT’__‘-

§ 20.

Ausgehend von den Ausdriicken (14.) kann man auch bestimmen,
wie viele auf einander folgende Punkte die Curve im Coordinatenanfangspunkt
mit ihrer Schmiegungsebene und Tangente gemein hat. Hat die Curve im
Coordinatenanfangspunkt zwei auf einander folgende Punkte mit der YZ-
Ebene gemein, so ist X = X'= 0, X" = 0; hat sie drei auf einander folgende
Punkte mit dieser Ebene gemein, so muss X = X' = X" = 0, X"" =0 sein
R 8L ~Dufir <0

X =X'"=— .0 =Xl m+a) __ O. X (p-m~+3) 2 0
ist, so hat die Curve mit ihrer Schmiegungsebene p—m-+43 auf einander
folgende Punkte gemein. Die Curve hat also mit ihrer Schmiegungsebene
eine ungerade oder gerade Anzahl von auf einander folgenden Punkten
gemein, je nachdem sie dieselbe durchdringt oder nicht.

Die Tangente geht, als Durchschnittslinie der Schmiegungs- und recti-
ficirenden Ebene, durch m—n»+3 auf einander folgende Punkte der Curve, da
Y L Wi e (Y1) 0, Y3 =0
ist. Die Curve hat mit ihrer Tangente eine ungerade oder gerade Anzahl
von auf einander folgenden Punkten gemein, je nachdem sie die rectificirende

Ebene durchdringt oder nicht.
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Bei Einfiilhrung eines anderen Parameters 7, der von dem urspriing-
lichen in folgender Weise abhiingig sei:

a
o

iindert sich auch die Anzahl der auf einander folgenden Punkte, die die
Curve mit ihrer Schmiegungsebene oder Tangente gemein hat. Sie bleibt
aber gerade oder ungerade, wie sie es friiher war, wenn ¢ ungerade ist.
Ist « dagegen gerade, so hat die Curve fiir = = 0 mit ihrer Schmiegungs-
ebene und Tangente stets eine gerade Anzahl von auf einander folgenden
Punkten gemein, wie es sich auch nach § 16 nicht anders erwarten liess,

ti= g

da dann der Punkt in den Fall VIII —— — iibergefiihrt wird.
VL
Kriimmungs- und Torsionsradius.
§ 21.

Wir wollen in diesem Abschnitte die Ausdriicke fiir den Kriimmungs-
und Torsionsradius einer niheren Untersuchung unterziehen und werden
dann sehen, dass dieselben in manchen der von uns betrachteten Fille nicht
endlich und dabei von Null verschieden sein konnen.

Die Art des Punktes sei wieder durch die folgenden Bedingungs-
gleichungen definirt:

=g == g = O’ Ot = 0,
A=A = oom A™ =0, AW >,
d=d = =40 =0, 4N Z0,

Der Kriimmungsradius B wird, wenn s’ die Ableitung c:s Bogens
bedeutet, durch den Ausdruck

sl3

YA&+B tC
gegeben. Wir betrachten das Quadrat des Kriimmungsradius, weil dann das
Wurzelzeichen wegfiillt: ‘

R e .. 0
A+ B0

Die erste nicht verschwindende Ableitung von x4 y"”+z” ist die 2nte, von
(”+y"+35")’ also die 6nte, dagegen die erste nicht verschwindende Ableitung
des Nenners die (2m-+2)-te. Nach SatzIV (S.62) ist also R* gleich Null, endlich
oder unendlich gross, je nachdem 6# grosser, gleich oder kleiner ist als 2m--2.

R = 0, endlich, o, je nachdem m kleiner, gleich oder grisser als
3n—1 ist.
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Der Ausdruck fiir den Torsionsradius lautet
A4 B4C
_ A4
Die erste nicht verschwindende Ableitung des Zihlers ist die (2m--2)-te,
die des Nenners die (p+1)-te.
T =0, endlich, oo, je nachdem p kleiner, gleich oder grisser als
2m+1 ist.
Fiir die einzelnen acht Arten von Punkten erhalten wir nach § 15:
L +4+4. =2¢, m=2p—-1, p=2y—1.
_ 3n—1=6c—1, 2m+1=4p3-—1.
Sowohl p = 2m-+1, als auch m = 3r—1 ist moglich. R und T konnen end-
lich und von Null verschieden sein.
I. +4+— n=20¢, m=23-1, p=2y.
3n—1=6c—1, 2m+1=43-1.
Die Bedingung p = 2m+1 ist nicht erfiillbar, denn dann miisste 2y = 4/3—1,
also eine gerade Zahl einer ungeraden gleich sei’h; es kann daher T nicht
endlich und dabei von Null verschieden sein.

II. +—+. #=2¢, m=203, p=_2y—1.
3n—1 = 6a—1, 2m+1=47+1.
R kann nicht endlich und von Null verschieden sein.
IV. +——. n=2e¢, m=2p, p=2.
3n—1 =6a—1, 2m+1=43+1.
R und T konnen beide nicht endlich und dabei von Null verschieden sein.
V. —4++. n=2a—1, m=2p-1, p=2y.
3n—1=06a—4, 2m+4+1=473-—1.
R und T konnen beide nicht endlich und dabei von Null verschieden sein.
VL —+—. n8=2a-1, m=23-1 p=2y-1.
3n—1=06a—4, 2m+1=4p3—1.
R kann nicht endlich und dabei von Null verschieden sein.
VI. ——+. »=2c¢-1, m=28, p=2.
3n—1=06c—4, 2m+1=4p+1.

T kann nicht endlich und dabei von Null verschieden sein.
Journal fir Mathematik Bd. CXVI. Heft 3. 33

T =
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VIII. ———. 2=2a¢—1, m=28, p=2y—L1.
3n—1=6a—4, 2m+1=4p+1.
R und T konnen beide endlich und von Null verschieden sein.

Aus diesen Entwickelungen ist Folgendes ersichtlich:

Besitzt ein Punkt der Curve, der kein Riickkehrpunkt ist, eine Riick-
kehrtangente, so kann in ihm der Kriimmungsradius nicht endlich und dabei
von Null verschieden sein, besitst er eine Riickkehrschmiegungsebene, so kann
der Torsionsradius nicht endlich wund dabei von Null verschieden sein. Ist
der Punkt dagegen ein Riickkehrpunkt, so kann der Kriimmungsradius nur im
Fall einer Riickkehrtangente, der Torsionsradius nur im Fall einer Riickkehr—
schmiegungsebene endlich und dabei von Null verschieden sein.

VIIL.

Contingenz- und Torsionswinkel. Andere Arten der Herleitung der analytischen Kriterien
fir die singuliren Punkte.

§ 22.

Der Contingenzwinkel ¢ und der Torsionswinkel @ sind in einem
analytisch sowohl als geometrisch reguliren Punkte unendlich klein von
derselben Ordnung wie df. Es soll in diesem Abschnitt untersucht werden,
ob und wann sie unendlich klein von héherer Ordnung sein konnen.

ds _ YA+ B 4C°
Sl O

dt.

8=

R
e\’ _ A4B4C°
(1.) (W) o (xr2+ylz+zrz)2 S

Die Art des Punktes sei wieder durch die folgenden Gleichungen
bestimmt:

la:':a;”:...z,a-(") =O, $(n+1) 20’
(2.> A=A =... = AM™ — O’ A+ - 0’
ld:d’:_...:J(p):O, J(p+1)%0.

Dann ist nach Satz III die erste nicht verschwindende Ableitung des Ziihlers
im Ausdruck (1.) von der Ordnung 2m-+ 2, des Nenners von der Ordnung 4.
Nach Satz IV ist der Ausdruck (1.) gleich Null, endlich oder unendlich
gross, je nachdem 2m-2 grisser, gleich oder kleiner ist als 4n». Nach
§ 15 ist aber immer m —=2r—1, es kann also &:df nicht unendlich gross
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sein, der Contingenzwinkel ist immer unendlich klein von mindestens der-

selben Ordnung, wie das Differential des Parameters.
& 0

i = lendlich. 9¢ nachdem m — 2n—1.

Fiir den Torsionswinkel w lisst sich eine #hnliche Betrachtung an-

stellen:
ds L 4

SR AR ST
) 2 B2 (-’E'2+y’2+5'2)42
(3’) (7) A (A2+B2—|—Cz)2 ¥

Infolge der Gleichungen (2.) ist nach Satz III die erste nicht verschwindende
Ableitung des Zihlers in dem Ausdruck (3.) von der Ordnung 2z42p-+2,
des Nenners von der Ordnung 4m-+4. Der Ausdruck (3.) ist nach Satz IV
gleich Null, endlich oder unendlich gross, je nachdem 2r-2p+42 grosser,
gleich oder Kkleiner ist als 4m+4. Nach § 15 ist immer p = 2m—n+1,
auch der Torsionswinkel kann nicht unendlich gross sein im Verhiltniss
zu dt und es ist

% - gndlich je nachdem p == 2m—n-1.

Wir wollen jetzt in jedem einzelnen der acht Fille untersuchen, ob
die Bedingungen
m=2n—1, p=2m—n+1
immer erfiillbar sind.
L +4+4+. 2=20¢, m=23-1, p=2y—1.
' 2n—1 =40—1, 2m—n+1=4/3—2a—1.
Sowohl m —= 2r—1, als auch p = 2m—n+1 ist moglich.
II. 44— n=20, m=2B-1, p=2y.
2n—1 =40—1, 2m—n+1=43—2a¢—1.
Die Erfiillung der Bedingung p = 2m—n+1 ist nicht moglich, denn dann
miisste 2y =43 —2a—1, also eine gerade Zahl einer ungeraden gleich sein.
IIL. +—+. 2=20¢, m=28, p=2y—1.
2n—1 =4a—1, 2m—n+1=43—-2c+1.
m = 2r—1 ist nicht moglich.
IV. +——. n=2e¢, m=208, p=2y.
2n—1 =4a—1, 2m—n+1=43—2a+1.
Weder m = 2r—1, noch p =2m—n-+1 ist moglich.
33*
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V. —+4+. n=2e¢—1, m=2p-1, p=2y.
2n—1 =40—3, 2m—n+1=4p3—20.
Sowohl m — 2r—1, als auch p = 2m—n+1 ist moglich.
VIL. —4+—. #2=2a—1, m=23-1, p=2y-1.
2n—1 = 40—3, 2m—n+1 =43—2c.
p =2m—n+1 ist nicht moglich.
VI.L. ——+. =2=2a—1, m=28, p=2y.
2n—1 =4a—3, 2m—n+1=4p3—20+2.
m = 2n—1 ist nicht moglich.
VIII. ———. 2=2a¢—1, m=23, p=2y—L
2n—1 =40—3, 2m—n+1=4p3—2a+2.
Weder m = 2r—1, noch p =2m—n-+1 ist moglich.

Die Relation m = 2r—1, welche besagt, dass & unendlich klein ist
von derselben Ordnung wie df, kann also nicht bestehen in den Fillen, in
denen die Tangente, die Relation p = 2m—n-+1, welche besagt, dass » un-
endlich klein ist von derselben Ordnung wie df, kann nicht bestehen in
den Fillen, in denen die Schmiegungsebene ein Riickkehrelement ist.

Aendert die Tangente ihren Drehungssinn, so ist der Contingenzwinkel
immer unendlich klein im Verhdltniss zu dt, dndert die Schmiequngsebene ihren
Drehungssinn, so ist der Torsionswinkel unendlich klein im Verhdltniss zu di.
Unendlich klein von derselben Ordnung wie dt konnen der Contingenz— und
der Torsionswinkel nur in den iibrigen Fillen sein und zwar ist es der Con-
tingenzwinkel dann und nur dann, wenn m, der Torsionswinkel, wenn p seinen
kleinsten moglichen Werth hat: m = 2n—1, p = 2m—n+-1.

Dass bei einer Aenderung des Drehungssinnes der Tangente oder
Schmiegungsebene der Contingenz-, resp. Torsionswinkel unendlich klein
sein muss im Verhiltniss zu di, ist auch aus folgenden geometrischen Be-
trachtungen ersichtlich.

Zwei auf einander folgende Tangenten bilden mit einander den Con-
" tingenzwinkel. Dreht sich die Tangente immer in demselben Sinne, so
muss der Contingenzwinkel, von der positiven Seite der Schmiegungsebene-
aus betrachtet, von constantem Zeichen, etwa positiv sein. Dreht sich die
Tangente im entgegensetzten Sinne, so ist der Contingenzwinkel negativ.
Kehrt die Tangente in einem Punkte der Curve ihren Drehungssinn um, so
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geht der Contingenzwinkel in diesem Punkte aus dem positiven ins negative
iiber. Da man die auf einander folgenden Punkte der Curve erhilt, indem
man den Parameter ¢ allmiihlich wachsen lisst, so ist df von constantem
Zeichen. Soll ¢ aus dem positiven ins negative iibergehen, so muss &: dt
sein Zeichen wechseln, das ist aber nur moglich, wenn ¢: d¢ verschwindet,
da es nie unendlich gross werden kann.

Zwei auf einander folgende Schmiegungsebenen schliessen den Tor-
sionswinkel ein. Dreht sich die Schmiegungsebene immer in demselben
Sinne, so behilt der Torsionswinkel sein Zeichen, ist etwa positiv. Aendert
die Schmiegungsebene in einem Punkte der Curve ihren Drehungssinn, so
dndert der Torsionswinkel sein Zeichen, er wird negativ, es muss dann in
diesem Punkte auch w:df sein Zeichen wechseln, was nur moglich ist,
wenn  :df verschwindet.

§ 23.

Nach diesen Betrachtungen haben wir den Contingenz- und den
Torsionswinkel bald als positiv, bald als negativ anzusehen; es miissen
also die Quadratwurzeln, die in den Ausdriicken fiir ¢ und @ vorkommen,
in gewissen Killen ihr Zeichen wechseln. Diese Annahme wird auch da-
durch gerechtfertigt, dass man von ihr ausgehend die Kriterien fiir die
Riickkehrtangente und die Riickkehrschmiegungsebene in einfacher Weise
ableiten kann, wie es im Folgenden angedeutet werden soll.

Bei der Riickkehrtangente wechselt der Ausdruck &:d¢ sein Zeichen,
er muss also verschwinden und seine erste nicht verschwindende Ableitung
von ungerader Ordnung sein. Setzt man

A+ B+ C* = D?,
so ist
&

="

dt F
& \(
(7) = D(r)s'—z‘i‘r.D(T_l)<8'—2>,+'--+D(s'_z)(r).

Bestehen fiir den betreffenden Punkt, nach der Bezeichnungsweise von
§ 15, die Relationen

=" =...= :D(") e O’ £+ % 07

so ist fiir denselben auch
gl =gl = . =g® = 0, s+D 2 0,
D=D =...= D@D _ ().
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Durch dieselben Betrachtungen, wie in Abschnitt III, findet man, dass dann
die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir

=G == =0 ()™

die folgenden sind:
.D = DI RN D(2n+r) s 0’ 'D(?n+r+1) 2 O, .

Diese Bedingungen sind dann und nur dann erfiillt, wenn dieselben Ablei-
tungen von A, B, C verschwinden. Im Fall einer Riickkehrtangente ist r
gerade, die letzten verschwindenden Ableitungen von A, B, C sind von
gerader Ordnung.

Kehrt in einem Punkt der Curve die Schmiegungsebene den Sinn
ihrer Drehung um die Tangente um, so muss w: df sein Zeichen wechseln.

0

%

BT o
dt =~ Ay BFC*
Im Abschnitt IV hatten wir den Ausdruck
i (yz'—y'z)4
L s

betrachtet und es musste derselbe nebst einer geraden Anzahl von auf ein-
ander folgenden Ableitungen verschwinden. KEs verschwinden offenbar von
s' eben so viele Ableitungen, wie von yz'—y'z, und von A’ B*+C* eben
s0o viele, wie von A°; es muss sich daher bei niherer Untersuchung zeigen,
dass, wenn eine gewisse Anzahl auf einander folgender Ableitungen von # ver-
schwindet, von w:d¢ dieselben Ableitungen gleich Null sind, wie von §. Wir
erhalten dasselbe analytische Kriterium fiir die Riickkehrschmiegungsebene.

Fiihren wir einen neuen Parameter ¢ ein, so brauchen &:dz und
w:dr nicht mit derselben Anzahl von auf einander folgenden Ableitungen
zu verschwinden, wie ¢:df und w:dé. Nach unseren letzten Betrachtungen
muss es sich aber ergeben, dass, wenn vorher eine gerade Anzahl von Ab-
leitungen verschwand, es auch nachher der Fall ist; war dagegen die An-
zahl der verschwindenden Ableitungen ungerade, so muss sie es auch nach
der Einfiihrung des neuen Parameters sein.

Es sei

t = 1%

wo « eine positive ganze Zahl ist, dann haben wir

.i_ — ara—l

dr di

& w L @
e el N, L . R
: dr dt
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Entspricht der Punkt dem Parameter ¢ =7 =0 und ist ¢ ungerade,
so ist in der That die Anzahl der auf einander folgenden verschwindenden
Ableitungen von &:dz und w:dr gerade oder ungerade, je nachdem sie von
e:dt und w:dt gerade oder ungerade war. Ist dagegen « eine gerade Zahl,
80 beginnen die Reihen, in die wir &:dt und w:df entwickelt denken konnen,
wenn wir in dieselben ¢ statt ¢ einfithren, immer mit einer geraden Potenz
von 7. Die Reihen fiir ¢:d¢ und w:dv werden dann immer mit einer un-
geraden Potenz von z anfangen, die ersten nicht verschwindenden Ableitun-
gen von &:dr und w:dr sind von ungerader Ordnung, die Singularitit des
Punktes geht in den Fall VIII. ——— iiber, wie es auch nach § 16
sein muss.

§ 24.

Wir konnen auch die analytischen Kriterien fiir die geometrischen
Singularitiiten herleiten, ausgehend von der sphiirischen Indicatrix und der
sphiirischen Polare zur sphiirischen Indicatrix der Curve.

Construirt man um den Coordinatenanfangspunkt eine Kugel mit dem
Radins 1 und zieht zu den Tangenten der Curve Parallele durch den Coor-
dinatenanfangspunkt, so schneiden dieselben auf der Kugel die sphiirische
Indicatrix der Curve aus, welche stetig verlduft nach unserer Annahme iiber
die positiven und negativen Richtungen der Tangenten (S. 50). Im Fall einer
Riickkehrtangente der Curve besitzt die sphiirische Indicatrix im entsprechen-
den Punkt einen Riickkehrpunkt. Die Coordinaten &, #,  der Punkte der
sphiirischen Indicatrix sind die Richtungscosinus der Tangenten der betrach-
teten Curve in den entsprechenden Punkten.

. y : %'
S5 "T‘ra fi= z_r) =g
Der Ausdruck

o = V&+n"+0”
kann auf die folgende Form gebracht werden:

O_' _LAz_i_B'z_l_Cz

iand le

Im Falle eines Riickkehrpunktes der sphiirischen Indicatrix muss o' ver-
schwinden, und die erste von Null verschiedene Ableitung von ¢ von gerader
Ordnung sein. Nach § 22 ist aber der Ausdruck fiir o' gleich &:dt, wir
erhalten unser fritheres Kriterium fiir die Riickkehrtangente.
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Zieht man durch den Coordinatenanfangspunkt Parallele zu den
Binormalen der Curve, so schneiden dieselben auf der mit dem Radius 1
um den Coordinatenanfangspunkt construirten Kugel die sphiirische Polare
zur sphirischen Indicatrix aus, welche ebenfalls nach unserer Annahme
iiber die positiven und negativen Seiten der Schmiegungsebenen (S. 51) stetig
verlduft. Kehrt die Schmiegungsebene ihren Drehungssinn um die Tangente
um, so besitzt offenbar die sphirische Polare zur sphirischen Indicatrix
einen Riickkehrpunkt. Die Coordinaten &, %, { dieser letzteren sind die
Richtungscosinus der Binormalen der urspriinglichen Curve, also

. A ¥ B r_ c
IR =7 o = A 7 v ==
Der Ausdruck
o = V& +n"+0"
kann auf die folgende Form gebracht werden:
bkl Bl asiy
A’4B*4-C*

Im Falle eines Riickkehrpunktes der sphiirischen Polare zur sphi-
rischen Indicatrix muss ¢’ verschwinden und die erste nicht verschwindende
Ableitung von ¢ von gerader Ordnung sein; wir erhalten wieder unser
fritheres Kriterium fiir die Riickkehrschmiegungsebene, da o' gleich dem
Ausdruck w:dt ist, den wir im vorigen Paragraphen behandelt haben.

Zum Schluss dieser Abhandlung sei es mir gestattet, Herrn Professor
Dr. Adolf Kneser, der mich zu dieser Arbeit veranlasst hat, meinen Dank
zu sagen fiir die mir wihrend meiner Studienzeit in so reichem Maasse
gebotene Anregung und freundliche Unterstiitzung.

Dorpat, Februar 1895.

Druck und Verlag von Georg Reimer in Berlin.






