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Ueber die Perioden der elliptischen Integrale erster und
zweiter Gattung,

Bei Gelegenheit einer Untersuchung iiber die sicularen Stérungen der Bahn-
elemente periodischer Kometen wurde ich auf die Aufgabe gefiihrt, die Perioden
der zu der Differentialgleichung

Cg;”:_—y, y2 = Az* + 4 B2’ } 6Cx2 4 4Bax + A 1)
auw

gehorigen Integrale erster und zweiter Gattung analytisch darzustellen unter der
Voraussetzung, dass die Coefficienten in %> gegebene rationale Functionen eines

unbeschrinkt verinderlichen Parameters & sind. Wenn man um die Untersuchung
zu vereinfachen von der iiblichen Normalform

@ = KY [1—a% (1—Fa?)
obiger Differentialgleichung ausgeht, so werden die Perioden, abgesehen von dem
Factor K, Functionen von % allein. Hierbei ist es jedoch lastig, dass K und k&
immerhin nicht ganz einfache algebraische Functionen von A4, B, C, B’ und 4’
werden, deren explicite Darstellung die Auflosung der Gleichung %% — 0 voraus-
setzt. Dieser Uebelstand lésst sich jedoch vermeiden, wenn man von derjenigen
Normalform der Gleichung 1) ausgeht, welche Herr Prof. Weierstrass seinen
Vorlesungen iiber elliptische Functionen zu Grunde legt. Die Perioden lassen sich
dann mit Hiilfe hypergeometrischer Reihen darstellen, deren viertes Element eine
einfache lineare Function der absoluten Invariante von w2 ist.
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Zunichst mdgen hier diejenigen auf die Weierstrass’sche Normalform be-
ziiglichen Formeln zusammengestellt werden, welche fiir die folgenden Entwick-
lungen noéthig sind. Fiithrt man in 1) statt # die Veridnderliche s ein, welche mit
@ durch eine Gleichung von der Form

(o2 + go+ )2+ (pa2 + g+ 1')s +plat + o 4o =

verbunden ist, so lassen sich die p, ¢, ... so als Functionen der 4, B, C, B', A
und einer willkiirlichen Constante bestimmen, dass

dm_d_s

r e 12 = 4s — gys — g3

wird, wo

go—AA'—ABB —|-3C?, g;— ACA' |+ 3BCB — AB'B — A BB— (3

die beiden fundamentalen Invarianten von %2 bedeuten. 1) geht dann iiber in

=1V 45 —gps —gs , 2)

und die Integrale erster und zweiter Gattung nehmen die Gestalt

f‘ﬁj und —des 3)

an. Bezeichnet man mit pu diejenige zu 2) gehorige elliptische Function, welche
fir % — O unendlich wird und die sich fir kleine Werthe von u durch die Po-
tenzreihe

u? gaut
Lo e e T

darstellen ldsst, so existirt eine bestindig convergente Potenzreihe

A e T A
welche der Bedingung
d2
pu=— = log ou
geniigt. — Sind e, , ¢y, ¢3 die Wurzeln der Gleichung ¢2 — 0, also

453 —gys—g3 = 4(s—e;) (s—e) (s—e3) ,
so 1ist

e, e +e3 =0, ere3t e3¢, +ee3 =—19,, e,6363 — 193,
(ea—e3)2(e3—e,)2 (er—e2)® = {5 (9; —279]) = 3§9.(9—1), 4)
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o= 2
s 27g°
die absolute Invariante von %2 bedeutet. Wenn g, und g3 reell sind, so sind fiir
g > 1 alle drei Wurzeln reell, fiir ¢ << 1 dagegen nur eine. Wenn ¢ — 1 und
g3 von Null verschieden, so sind zwei Wurzeln einander gleich; wenn jedoch die
Discriminante verschwindet, indem ¢, und g3 gleichzeitig gleich Null werden, so
sind alle drei Wurzeln einander gleich. — Es seien nun L und L' zwei einfache
geschlossene Curven in der Ebene der s, von denen die erste nur die Punkte e,
und ez, die zweite nur e¢; und e, einschliesst, ohne diese Punkte zu beriihren,
dann sind die Werthe 2w, 20/, 27, 2% der lings L und L' genommenen Inte-
grale 3) Fundamentalperioden der Integrale erster und zweiter Gattung. Wenn
wir hierbei annehmen, dass, falls e;, ¢3, ¢3 in gerader Linie liegen, ¢, zwischen
¢y und ey liege, so konnen wir auch schreiben

 ds .  ds  sds ¥  sds
w:j%”[aw: 3 3 T SN 7,77:—9,7, 5)

e e

wo die Integration lings der geradlinigen Strecken ege,, e5 ¢, auszufiihren ist.
Das Vorzeichen von ¢ ist hierbei vorlaunfig gleichgiiltig, nur muss es fir » und 7,
sowie fiir @' und 7' dasselbe sein. Es moge jedoch so bestimmt werden, dass in

der Gleichung
' , i
IR %

das obere Zeichen gilt. Ferner soll, wenn e:, €5, e3 reell sind, ¢, > e, > e sein
und das Vorzeichen so gewihlt werden, dass @ und damit auch % positiv reell
wird; @' und %' sind dann resp. positiv und negativ rein imagindr. — Ferner
gelten dann die Relationen

¢' (u+2w)  o'u o'(u+20) _ o'u

dwtze) —oul 27 Suize)  oul 27> 7)
po=¢, pl@to)=e, po'=e¢,
und wenn man fir den Augenblick pw, = e, schreibt,
(pu—e,,) (p (v + wq) — ea) = (a—¢p) (ea — €) . 8)
Hieraus ergiebt sich fiir eine lings L und L' vorgenommene Integration

f‘l__ ‘E____2 ea(l’+ﬂ f 1 @_“2 eaw’—‘l—v/ 9
g—e, $:] ‘(ea-—-eﬂ)(ea—er) ‘Je—e, t R eﬂ)(ea-—er) i )

1=




Endlich hat man, wenn

gesetzt wird,

— 4 ————
2w

VT Vez Ty
——— 4 ——
2
L ]/el — e3
T

= 2kt + 28 + 2R* +. ..
= 1 42k + 2h% + 240+ ..

Hieraus folgt, dass, wenn e, — e3 — k (¢, — e3) gesetzt wird, % sich in der Form

darstellen lésst,
tende Reihe bedeutet.

Wenn nun ¢ und g3

= EB®) 10)

wo ‘B(k) eine nach ganzen positiven Potenzen von £ fortschrei-

gegebene Functionen von & sind, so erhdlt man durch

Differentiiren der lings des Weges L genommenen Integrale 3) nach &

fgzs—{—g3 d.s- dy __J‘yzs-i—ya sds
22 1 = 2¢2 5 35
wo
dg. S Alidlgy 10"
& T u =9
gesetzt ist. Da nun
FRgas § YR L e
212 8 (ea—ex)(e;—e3) s—¢ °
ot [ “ 3
92 = % Ya—a)a—n) i—a
82 ¢’ 1
g g 1
2¢ L (,—ey) (6,—05) s—¢ 2
so wird
Lif e A\l el ‘”+77
L 2 (ei—e)*(e—e,)® ?
fé"_ . Ly efcu—l—e, i
288 — AT (q—e)?(e—e)? ?
%_ eiw—}-e?)y
RS % (e—e)*(e—e)* °
oder es ist
dw d
, 11)
/
und analog 2 = — Py — Qo' , ‘_f% =Ro'+ Q% ,J
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Fiihrt man statt der Wurzeln ihre symmetrischen Functionen ein, so wird
8 (9,—279;) P=— 36039, + 24029,
8(9,—279,)Q = 2g.9,'—36g39,, 12)
8(9,—279,) R = —3pmg9, + 29,95
Substituirt man nun in 11) fir @ und % resp.
29575 g% und H g3t

so lassen sich die Coefficienten der so entstehenden Differentialgleichungen durch
¢ allein und seine nach & genommene Ableitung ausdriicken, und man erhélt

R sl e S STREIR Y
&= aun ¢ (me=nt5) 2 |
dH 13)
gl g e g
& = -~ a2
Wenn ¢ von & unabhiingig, also ¢’ — O wiire, so wiirden auch £ und H & nicht

enthalten, folglich die Perioden einfache algebraische Functionen von & sein. Diesen
Ausnahmefall wollen wir hier nicht weiter beriicksichtigen und ¢ als unabhiéngige
Verdnderliche einfiihren, indem wir fir ¢'dé dg schreiben. Eliminirt man dann
aus den beiden Gleichungen 13) der Reihe nach /# und £, so erhilt man

a9

0=g9(—1) s +Gg—95 +:2, il
& 4
0=yly—1) 3=+ 3)2{7—T%IH

Diese Gleichungen sind aber weiter nichts, als die Differentialgleichung der hyper-
geometrischen Reihe

dF
0=2z(@—1) dxz+( B+1)—r) G+ «fF, 15)
wo
a+ =
a:ng,ﬁ__,g,r:%,} piirn

zu setzen ist. &£ und H haben also, als Functionen von g betrachtet, in der gan-
zen Zahlenebene den Charakter ganzer rationaler Functionen; Ausnahmestellen
konnen nur die Punkte O, 1, oo sein. Zur Ermittelung der vollstindigen Integrale
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von 14) ist jetzt weiter nichts erforderlich, als aus den bekannten Gaussischen
Abhandlungen iiber die hypergeometrische Reihe die verschiedenen Ausdriicke zu
entnehmen, welche fiir die Umgebung der Ausnahmestellen giiltige Darstellungen
der particuliren Integrale liefern, und die Integrationsconstanten zu bestimmen.
Der Uebersichtlichkeit halber mogen zuniichst die hierher gehorigen Formeln aus
der zweiten Gaussischen Abhandlung kurz zusammengestellt werden.

1L

Zu der Differentialgleichung 15) gehoren fiir die Umgebung des Punktes =0
die beiden particuldren Integrale

F(a,p,1,2) = (1—a) " F(“s?”'ﬁﬁa;_‘g_“l) i (1—w>_ﬁ F(ﬂﬂ’_“ﬁ,ﬁ_l) y 16)
& TF(at1—1f+1—7,3—p0)=a'" (1—a) " F(at1—p1—4,2—1 ")
= a7 (1 =2y F(p+1—1,1—0 21,559 ).  17)

Diese Darstellungen sind giiltig fiir alle # innerhalb eines um den Nullpunkt
mit dem Halbmesser Kins beschriebenen Kreises, resp. innerhalb derjenigen Halb-
ebene, welche auf der negativen Seite der durch den Punkt =1 senkrecht zur
Axe der reellen Zahlen gezogenen Geraden liegt.

In der Umgebung des Punktes # — 1 hat man die particuliren Integrale

Fapatpti—pl—e)=a *F(uatl—patpt1—p

8
= “ﬂF(ﬂ,ﬁJrl—r,a-FﬂJrl—r,“;l =

und, weil a =7,

F(a,ﬂ,a—{—ﬁ-{-l—r,l——w)log(w——l) + G(a,p1—a), 19)

wo G (a,f3,z) die Reihe

Ax+ a(a—l—i) /3(/3—0—1) (4 +B)xz—f-“(“+1)(“+2)*’(ﬁ+1)(ﬂ+2)(.4+ B+ C) a8+,



bedeutet, und

Ty Sl { Ty S , Sl
dchgri (Fogoohemeas U= kil

W
1

ist. Fiir 19) kann man auch setzen
F(a Brat+p+1—r,1 -—-w) log ————}-w_‘s G(ﬁ,l—a - 3%
—F(aaﬂ)aJr‘ﬂ"*‘l'—ral_w) log————+m aG(a,l ﬂ,w_l) 20)

Von der Identitit der Ausdriicke 19) und 20) iiberzeugt man sich leicht, wenn
man beriicksichtigt, dass 19) und 20) der Differentialgleichung 15) geniigen, und
dass ihre Differenz fir # =1 verschwindet, so lange man die Logarithmen so wiihlt,
dass sie fiir reelle # reell werden. Diese Darstellungen sind giiltig fiir alle @ in-
nerhalb eines um den Punkt # —1 mit dem Halbmesser Eins beschriebenen Kreises,
resp. innerhalb der Halbebene auf der positiven Seite der oben erwéhnten Geraden.

Fiir die Umgebung des unendlich fernen Punktes hat man endlich die particu-
liren Integrale

o F (sa+1—rat1—pl)=@—1)"F (s,y—pa+1—p,:1),

&I F (/9a/9+1—7'aﬂ+1—a":3) L (w——l)"ﬂF(ﬂ,r—a,ﬂ—}-1—r,1_1_w) "

Diese Reihen convergiren, so lange der absolute Betrag von « resp. 1—a
grosser ist als Eins.

Von den linearen Relationen zwischen diesen verschiedenen Reihen mogen hier
nur die beiden folgenden angefiihrt werden. KEs ist

4 1l (a - H
F(a,8,0+ f+1—r,1—a) = lg(;ﬁr)z)(ﬂ(r;)Faaﬂar)w)

23)

Ha+LB—) 1 (y—2) i) ER

S g H(a—l)rll(ﬂil) F(l._aal_ﬂ72—rsa7> wi 7(1__3;)7’ Sy )

und

w—“ F (a0 -+ B,0) = — F(a,4,1,1 — &) log (1— &) — G- (a, 5,1 — )
I(a+p— : 24)

+ Pla,4,1,1—2) (27(0) — ¥(a—1) — ¥(F—1)),

wo /Il und 7 die bekannten Gaussischen Zeichen sind. Um die folgenden Ent-
wicklungen etwas iibersichtlicher zu machen, sollen noch folgende Bezeichnungen
gebraucht werden:



e | SR N

||

5 5 1. 4
(2) 127129127 ) K(W):F(i_w_ﬁoﬁam)a
13 7 20
() (uuzuza‘”) K, (#)=F(13,13:13:%) >
» 5 1
(@)= (12712,1 B )7 K3(‘”):F(1—27_1—27171—$)7

5 1
H,(@)=F (3,5 1,1—2)loge—1) K,(@)=F(5,~13,1,1-7)log(z—1) (25)

AL &

11 5 5 1
+G(12a12a _w)a +G(1—2,—i§,1—$),
T 18 1 B 13 18 1°
x)—F(127127127.22 ’ Kf’(w):F(ﬁ’ﬁ’ﬁ’E) i
: s W R
HG(w):F(ﬁaﬁ’ﬁaE) > Hs($):F(“ﬁ,ﬁ,ﬁ,5) .
ITL.

Die Grossen w, @', 7,7 sind nun aus den Ausdriicken 25) linear zusammen-
gesetzt. Da jedoch die so definirten Funktionen wegen der darin auftretenden
algebraischen und logarithmischen Glieder mehrdeutig, resp. unendlichvieldeutig
sind, so soll das Gebiet der g durch einen geradlinigen Verzweigungsschnitt, wel-
cher von dem Punkte g — 1 iiber ¢ = O nach g = — oo verlduft, in ein einfach
zusammenhingendes verwandelt werden. Innerhalb dieses Gebietes sind dann
Q, 2, H, H' eindeutige Funktionen und man kann jetzt die Integrationsconstanten
so bestizamen, dass die Werthe von o, @', 7, 7', welche durch die Ausdriicke 25)
geliefert werden, identisch sind mit denen, welche die Integrale 5) ergeben, wobei
vorlaufig ¢, und g; immer reell sein sollen.

Zu dem Ende seien zunichst e¢,, e;, e3 reell, also ¢ reell und > 1. Dann
ist einerseits, weil ¢, > ey > e3 ,

1 1

w—f ds 14 s—e,) (s—e) (8—63)} 2 = —f sds 4(s—e,)(s—e) (s—e3)} 9,26)

= j sds{—d(s—e,) (s—e) (s—ez)] 3

M—-\

[0 __J dsl——4 (s—e,) (s—ey) (s—e3) }

wo die Wurzeln simmtlich reell und positiv sind. Andrerseits hat man nach einer
kleinen Umformung fiir @ und o', sowie fiir  und 7' Ausdriicke von der Gestalt

Cgy ™ Hy (9) + 0'92%2-1H5 (9) wnd Cgy* K (9) 4 C' 940 K5 (g).
9, I
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Wenn man nun g, fir den Augenblick als constant ansieht und die Perioden
als Functionen von g3 betrachtet, so enthalten diese Ausdriicke offenbar nichts an-
deres, als die Entwicklung der Perioden nach steigenden Potenzen von ¢3. Man
erhiilt also die Constanten C und C' sofort, wenn man ¢, = 1 setzt und die Werthe
aufsucht, welche die Perioden und ihre ersten Ableitungen nach g3 fiir g3 = 0
annehmen. In diesem Falle ist

el:%, 62:0, 63:— ;

N

also wird, wenn man setzt

0 T
Wy :f ds (433—3)_“‘ :fjdgﬂ (l-—% sin 259)—%’ l
—3 . : g 27)
Pairs —j sds (453 — 5)™% = %fg dgcos?p (1 —sin2g) ™,
—% >

und fiir g, = 1 und g3 = O,

S el 2 i .
@==Wg, WSy s Y=00, J ="r17e-

Die Werthe der ersten Ableitungen erhilt man aus 11) und 12), wenn man
g2' =0, §=yg3, g5 =1, also P=3, =0, und R—=1 sestat. Dieselben wer-
den dann resp.

@gq .

B -

—3%0, +3%0%, 4o,
Hieraus folgt schliesslich
w = wy gy * Hy(g) — 37092% %3 Hj (g)

2

w =1iwg gyt Hglg) + 317092* %3 H;(9)

7 28)
7 = 7m0 92* Kg (9) + L oo gz‘*z_sKs @) »
2
7= — 170 92" Ko (9) + w092 * %Ks (9) - J

Die Bedingung 7@ — 7' w — =t liefert, weil 47y @y = 7, noch die Relation

!
l:3T‘q.K5H5—‘,——K6H6.
Die Gleichung 7 ® — %' @ — constans ist iibrigens eine einfache Folge aus

den Gleichungen 11), wie man sich leicht durch blosses Differentiiren dieses Aus-
2
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drucks iiberzeugt. Da nun die Perioden als Functionen von & betrachtet den Cha-
rakter ganzer rationaler Functionen besitzen, abgesehen von den in endlicher Anzahl
vorhandenen Ausnahmestellen, so muss die Constante, wenn sie fiir irgend einen
Punkt & gleich & 7¢ ist, stets diesen Werth besitzen, vorausgesetzt, dass man in 6)
fir die Perioden ein System simultaner Werthe substituirt.

Es seien nun wieder wie vorhin die drei Wurzeln reell, also ¢ = 1 und reell,
so werden, wenn g von -+ o© auf - 1 zuriickt, zwei Wurzeln einander gleich,
und zwar wird wegen der Relationen 4) fiir g3 > 0 ey = e3, fiir g3 << 0 ¢; = e3;
im ersten Falle bleiben @ und % endlich, wiahrend ' und 7 unendlich werden,
im zweiten Falle findet das Umgekehrte statt. Es sei zunichst g3 positiv, dann
hat man, weil @ und 7 endlich bieiben miissen,

w=CptghHy, n=CgplyK;.

Zur Bestimmung von C und C’ setze man ¢ — 1, g3 = 1, also g5 = 3,

dann wird ¢j — 1, ¢3 — ¢3 — — & und
w C T ok Sl
Ve Tens ) wpggeec Filks
oder
e 7r i —1s
e e H ) ;B e g K( 29
Vﬁgz g9 al9) > 7 Vﬁz—sgz 3(9) , )

wofiir man auch etwas einfacher schreiben kann

& 1
T 9.9 y T &
T Ve g, B T g % K (9)s o)

Da nach 18)

5 5 Al g——l ——li el —1
g H; = F(]‘%’Tlﬁ’la 7 )’ g7 K3“—F("“T1§7T727 la'qg )a

so erhiilt man durch Vergleichung von 28) und 29) fiir ein ins Unendliche wach-
sendes g die Relationen

wolyl—?:”F(Ts*zailﬁa 171) %o f/m:”F(—Tlﬁ’ Tfﬁvl’l)

oder

wo V12 1 (— 1) 1 (— ., %0 V1728 ({9 I (— f3) = = V7. 31)

|
-
llﬂ_/

I
B
=
oy
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Um o' zu finden, beriicksichtige man, dass %' die Form

. T ‘ Yy G}, %, 1—9)
C+CZ-{;:.._C+Clog(g 1)+ C 571323’

besitzen muss, oder dass die Grisse 7?"

C+ Clog(g—1) + (1—g) B —y9)

darstellen lasst. Man erhilt also C und €' sofort, wenn man A nach Potenzen von
9 — 1 entwickelt. Zu dem Ende setze man in der Gleichung 4s3—g,s—g3—=0

log & sich in der Gestalt

s:nsin(N———) n =gt g*.
Es wird dann

cosBN—l—[T_,s1n3N

also, wenn g = 1 + k2 gesetzt wird (£ > 0), so erhilt man

N~ = tsens)
N =4k + kP (9,

, 838 N= Vy—l,

e:znsin(-N""+2ﬂ) ez__nsm N—_) ea—nsm(N__—z_s_ﬂ)’

6g— € 2th irgent 3 9
e = V3N — 5y3 b ERE.

Hiernach wird also % ausgedriickt durch eine Reihe von der Form
Vg—1
9473 (1+(.9—1) Plo—1)),
und es ist
c_ _lenys

1
e ) €=

Qe ?
oder

d ¥ 0 J
' 27”(log g——l)—2log241/3) Ve ;93 G}, %, 1—9), 32)

oder auch mit Beriicksichtigung von 20)

o S pet ey g_l B
® 2m(]0g———2log24]/3)———‘f_292 IR S )
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Durch #hnliche Schliisse gelangt man zu dem Ausdruck fir 7. Beachtet man,

/
dass % die Form

C+ Clog-ly=1) 4= P LRl )
3

besitzt, dass ausserdem wegen 6) und 29) oder 30)

ist, so erhdlt man

PRARA. , i ;
7' =52 (log (1—1) + 12 — 210824 V/3) — 755 94 G (B, — 13> 1—9) 39

ik il 731 ¥ % 1 1 - g—1
= 5= (log™——+12—210g24 V3) — ——— 9*G(— 15>~ )« 35
ZM( r ) Vo6V 3 ( . g ) )

Die Substitution dieser Ausdriicke in 6) liefert noch die Relation

12973 = 12 Hy (9) K3 (9) + H3(9) G (%, — 1%, 1—9) — K3(9)G (3, 5,1 —9)-

Um die Ausdriicke fiir ein negatives g3 zu_ ermitteln, ist es nicht erforderlich,
die ebengemachten Schliisse zu wiederholen; ein Blick auf die Gleichungen 28)
zeigt vielmehr, dass, wenn fiir g3 — g3 gesetzt wird, die Grossen o, @', 7, 7' iber-
gehen in — %, wi, %%, — y¢. Man erhilt also die gewiinschten Ausdriicke,
wenn man in den Gleichungen 29), 30) ete. fir g3, @, o', y, 7' einfach — g3,
— w'l, wt, 51, — i schreibt; also

i i g, (".9:4)é i i) T ! (
P VE)Z 93 H3 (9') A% = Vﬂ ( .93) K3 -».9')1
N 1 ga(—ga)?
w=—g5_(log(g—1) —2log 24 Kg) S G(%%,T%,l——g)
' g—1 1 et g_l
= — —{ log—— — — = T R

7=~ g (log9— 1)+ 12 — 2 10g 24 V'3) + - (—g0) FG(F, —vr1—9)

=—7 (1og3g—+ 12 — 2log 24 1/3) +;[_9_617592%G (—% {2,9—9——
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Von den in Vorstehendem entwickelten Ausdriicken haben offenbar diejenigen,
in denen kein Logarithmus auftritt, in der Umgebung des Punktes ¢ — 1 den Cha-
rakter einer ganzen rationalen Function, abgesehen natiirlich von dem Fall, wo
7> und g3 gleichzeitig gleich Null oder Unendlich und g = 1 wird. Diese Aus-
driicke lassen sich also mit Hiilfe der Formeln 23) ohne Zweideuatigkeit bis zur
Umgebung des Punktes ¢ — 0 fortsetzen, wihrend bei den anderen wegen des Lo-
garithmus eine von dem Wege der Fortsetzung abhingige Vieldeutigkeit stattfindet.
Wir wollen dieselbe beriicksichtigen, indem wir in 24) log(1—yg) = log(g—1)+ ent
setzen, wo ¢ eine beliebige ungerade Zahl bedeutet, die vorliufig — == 1 sein soll.
Ferner hat man nach den von Gauss gegebenen Formeln

2¥(0)—¥(— 1) — ¥ (—+5) =21g24 V3—7 V'3,
2U(0) — ¥ (—3}3) — ¥ (— ) =2log24 V3 —12—7 V3,

folglich werden die Gleichungen 23) und 24)

1(—1%) 11(—+%) =k 3
s = 12 H, g 2
\ T a—fa—t) p5 11(—+'g) 11(—+3)
: 4 _30 "
K, o) e + I(—73) A K,

T - H(—) (18

1 Rt
e el TC1o) 1, — — 1y (10g(g—1)—210g241/3) — G}y 1—9) — Hy emi+ 7V 3),
12

12 y | :
— 12

Wenn wir wieder zunichst g3 = O voraussetzen, so erhdlt man aus 30)

T H(—%) .92.93%H‘ il H(—'%) —} 77
B O P T T L D W TRy 8 LR
(-3 7 n(— 9,9,

)93%'K1 + KZ -

T
1TV O 1(— 9V 2 1l(—15) I(—13) s
Diese Reihen enthalten offenbar die Entwicklung der Perioden nach steigenden Po-
tenzen von gp. Bezeichnet man deshalb die Werthe von @ und 7 fiir gob=0 g3=1
mit @, und 7 , so ist
n n(—%) T (-%)

e I (—7) 1(—15) ’ = Vo (51—

37)
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Hieraus folgt dann nach einigen Umformungen oder, indem man wieder wie friiher
die Differentialgleichungen 11) zur Bestimmung der Coefficienten von g, und g; ver-
wendet,

w=oy g Hy () — B EE (), 38)
3
’7:77193-1(1@)’1‘@% 2 (9) -

Multiplicirt man ferner die oben angesetzten Gleichungen, welche Logarithmen ent-
halten, mit

; b
t 9.9
Vo6 9 Py 9693 ’

so erhdlt man nach Ausfithrung der nothigen Reductionen

s A AVS = oo s
e __Ei;_%_‘ﬁ?’_wlga ' H, (g) — _32” 7 9;?3 H, (), 40)
o5 Z VT g g
. —e’l‘—‘%ya K, (9) + s—;z % zg: K; (9). 41)

Die fiir ein negatives g3 geltenden Formeln erhélt man wieder wie frither, namlich

i )t
w=io, (— g B (g) + F 2L 7 (g)

. 1 ) o )—.—%
7= —1n(—9)° K (9) +%g2(g3gs K, (9) ,
42)
Y = —e—iV 3 iy,
w—=— __e_-%l_ﬁ tw; (—g3) b H, (g) — _E‘QZ_‘QZ 9 (— .93)%511 @)
. —etiV 3 iw, 9,(—g) ¢
7 =508 iy (gt K () - R R T gL

Aus den Gleichungen 37) und 6) folgt dann noch

=7 Vﬁs 1=K, H2+3—%K2Hu
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Durch die in dem letzten Abschnitt aufgestellten Ausdriicke ist fiir jedes Wer-
thepaar ¢, ¢3 ein System von simultanen Werthen der Fundamentalperioden der
Integrale erster und zweiter Gattung gegeben. KEs ist dabei gleichgiiltig, wie man
die Werthe der mehrdeutigen Grossen _qf, gf, log (g—1) fixirt, vorausgesetzt na-
tiirlich, dass dieselben innerhalb einer jeden einzelnen Reihe von Ausdriicken die-
selben sind. Ferner gestatten die verschiedenen Formen, welche im zweiten Ab-
schnitt fiir die hier benutzten hypergeometrischen Reihen aufgefiihrt worden sind,
zu bewirken, dass man fiir jedes beliebige ¢ convergente Entwicklungen erhilt.
Es ist dazu nur erforderlich, von den Grossen

gag_€.—17 1'—.9"9——_

diejenige auszuwiihlen, deren absoluter Betrag kleiner als Eins ist, Nur die beiden
144Vs
- Bamt

die eben genannten Grossen stets an der Grenze des Convergenzgebietes der ver-
schiedenen Reihen. Da jedoch &£, €', H, H' an diesen beiden Stellen den Cha-
rakter ganzer rationaler Functionen besitzen, so wollen wir diesen Ausnahmefall

hier nicht weiter beriicksichtigen.

Punkte g — machen eine Ausnahme. Fiir diese beiden Punkte liegen

Es ist nun noch iibrig zu untersuchen, wie sich die Perioden als Functionen
von & verhalten. Dieselben haben im Allgemeinen den Charakter einer ganzen
rationalen Function; Ausnahmestellen kéonnen nur diejenigen Punkte & sein, in wel-
chen eine der folgenden Gleichungen stattfindet:

=0, gg=00, g3—=0, gg=00, g=1.

Denkt man sich alle diese singuldren Punkte durch eine gebrochene Linie M mit
einander verbunden, welche durch keinen. Punkt der &-Ebene zweimal hindurch
geht und ins Unendliche verliuft, wenn & = o© ebenfalls eine Ausnahmestelle ist,
so ist durch diesen Schnitt die ganze &-Ebene in ein zweifach, resp. einfach zu-
sammenhangendes Gebiet zerlegt. Innerhalb dieses Gebietes sind dann die Grossen
w, o', 7, 7' eindeutig definirt, wenn man einem beliebigen nicht singuliren Punkte
£, ein bestimmtes Werthsystem @, @', 7, %', wie es durch die Formeln des vori-
gen Abschnittes gegeben ist, zuordnet, und die so definirten Functionen nach allen
Punkten ¢ hin fortsetzt, ohne jedoch die Linie A zu passiren. Zu beiden Seiten
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der Linie M werden offenbar w, @', 7, 7' verschiedene Werthe besitzen konnen.
Um sich von diesen Werthdifferenzen ein allgemeines Bild zu verschaffen, ist es
nur nothig, zu ermitteln, wie sich die im vorigen Abschnitt dargestellten w, ', 7, 7
verhalten, wenn & eine der Ausnahmestellen umwindet, wihrend die Untersuchung
iiber das Verhalten der Perioden in jedem einzelnen Punkte des Verzweigungs-
schnittes einfacher in jedem besonderen Falle besonders fiir gegebene g, und g3

durchgefiihrt wird. !
Es seien die Grossen ¢ und b niemals — O oder — o, ¢ niemals — 0 oder
— 1 oder = w , dann kann & hochstens in einem der folgenden 13 Fille singu-

lirer Punkt sein:

1 2 8. & 560 1T 8 9V 1N 31 13 18
gy == ) 5 ‘" 0- 000 Ol @B o @ @ @
g3 = i@t @ s m vy e e W ®
g = 13 QuiitGie Qiaiol afiad Bas e 1a®invl o iiodica

In den drei noch iibrigen mdoglichen Fillen haben offenbar die Perioden den
Charakter einer rationalen oder einer ganzen rationalen Function. In dem Falle
1) konnen die Perioden logarithmisch, in den Féllen 5) und 12) logarithmisch und
algebraisch, in allen iibrigen Fillen nur algebraisch unstetig werden. Es sind nun
vier Gruppen von Fillen, nfimlich ¢ =0, g=® , g =c¢, g =1 zu unterscheiden.

Es sei zunichst ¢ = 0. Man setze in den Formeln 38) bis 41) e =— 1 und
bezeichne den zu ¢ = — 1 gehorigen Werth von ', 7' mit o', %", so ist w4 o' = @',

y+% =7%. Sind

—1+4iV'3 —1—iV3
e R
die beiden complexen cubischen Wurzeln der Einheit, also — &3 eine primitive

sechste Wurzel der Einheit, ist ferner n die Ordnungszahl fiir das Null- oder Un-
endlichwerden von g3, wo fiir ein Unendlichwerden von ¢; n negativ zu nehmen ist,
schreibt man endlich die Gleichungen 38) bis 41) fiir einen beliebig fixirten Wur-
zelwerth von g¢;* in der Gestalt

o =a+b, o =as + ey, &' = — asy — be,,

7 c+d, % = cep +deg, % = — cey — dey,

|
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so sind offenbar afle Werthsysteme, welche @, w/, ", 7, 7', %" annehmen kénnen,
wenn ¢ den betreffenden singuliren Punkt ein oder mehrere Male umwindet, in
folgenden Ausdriicken enthalten:

w:a(—sg)'k“-{—-b(——e;,)k”, w‘:aez(——e;,)”'k”—}-be;,(-—-ss)k“, w"_—_——ae3(—-e3)_k"-beg(—83)"”,
n:c(——e;;)“’““-*—d(—e;;)k”, 77‘::0-62(—63)_10"—{— de3(——e3)’°", o= —cs3(—e3)"‘k”—-bez(—53)’m,

wo k die Anzahl der Windungen bedeutet. Wenn n = == 1 (mod. 6), so erhilt
man folgende sechs Werthsysteme:

U i

w o' © 7 i .l
- " e ey 7" 7
ok i Mok, i Rond, P EET B T
el SR SEod Aok B Slel

B e ¥ n e,

R o' Wil 7'

Wenn n = == 2 (mod. 6), so fillt das zweite, vierte und sechste Werthsystem
fort; ist n = 3 (mod. 6), so findet nur ein Zeichenwechsel statt; ist endlich 2 =0 (mod. 6),
so haben die Perioden an der betreffenden Stelle den Charakter einer rationalen
Function. Die Formeln 42) liefern offenbar ein analoges Resultat.

Wenn g — oo, so erkennt man sofort, dass, wenn die Ordnungszahl von g,
m und m = == 1 (mod. 4) ist, nur folgende vier Werthsysteme aufireten konnen:

w o' 7 %
— C I 7
i Bne o dorne ol G

8- ¥y

Wenn m = 2 (mod. 4), so findet nur ein Zeichenwechsel statt, und wenn
m = 0 (mod. 4), so haben die Perioden den Charakter einer rationalen Function.

Wenn ferner ¢ — ¢ oder ¢ — 1 ist, so muss 3m — 2n = 0, also m = 2p,
n = 3p sein; die algebraischen Glieder wechseln also fiir ein ungerades p ihr
Zeichen, fiir ein gerades p werden sie rational. Ferner wichst, wenn g — 1, der
Logarithmus beim Umkreisen der singuliren Stelle um ein Vielfaches von 27,

also die eine Periode um ein Vielfaches der andern.
3
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Hiernach sind also sémmtliche zu einem bestimmten Werthe von & gehorigen
Werthe der Perioden in der allgemeinen Form

® = fo + go, o= fo+ go,
1 =11 + 97 ¥ =r 1+ 97
enthalten, wo wegen 6)
Jo'—f9=1

sein muss. Der Weg, auf welchem man von &, nach & iibergeht, lisst sich dabei
stets so wihlen, dass die ganzen Zahlen f, ¢, f’, ¢’ alle beliebigen mit jener Be-
dingungsgleichung vertriglichen Werthe annehmen.

Ich muss es mir hier versagen, auf die Folgerungen niher einzugehen, welche
sich in Bezug auf den Zusammenhang zwischen den Invarianten ¢,, ¢35, ¢ und der
Grosse

w'ni

h—e ¢

aus den bisherigen Entwicklungen ziehen lassen. Es mag hier nur bemerkt wer-
den, dass es mdoglich ist, g als Quotienten zweier Potenzreihen von % mit ganz-
zahligen Coefficienten darzustellen, welche unbedingt convergiren, so lange der
absolute Betrag von A kleiner ist als Eins.

Dorpat, im April 1875.







